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целом совпадают друг с другом, что говорит об удовлетворительном совпаде­
нии реального и смоделированного процессов . 
Для количественной оценки совпадения графиков построим кривую абсо­
лютной погрешности, полученную как разность измеренных и вычисленных зна­
чений мощности (рис. 4). 
Максимальная разность 
между исследуемыми кривыми 
не превышает 38,6%. Математи­
ческое ожидание погрешности 
вычислено по формуле 
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значений, х1 - величина по- Рис. 4 - Разность между вычисленными и экс-
г р е ш н о с т и периментальными значениями мощности грешно сти. 
Значение математического ожидания п о г р е ш н о с т и составляет 5,92 Вт. 
Среднее квадратическое отклонение , определяемое формулой [6, 7] 
S J1 ±Х - х / имеет величину 86,52 Вт. 
Значительная максимальная разность о п ы т н ы х и расчетных значений 
м о щ н о с т и , малое значение математического ожидания погрешности , полу¬
ченная величина среднего квадратического отклонения являются следствием 
колебательного характера экспериментальной кривой м о щ н о с т и . 
В ы я с н и м природу указанных колебаний. Для этого сведем в один график 
значения изменения 
МОЩНОСТИ П р и ВЫПОЛ- | тМощность, Вт 
нении механизмом од­
н о т и п н ы х операций с 
р а з н ы м и п а р а м е т р а м и . 
В ы в о д ы . Как вид­
но из рис . 5 и 6 колеба­
тельные процессы 
практически не зависят 
от параметров траекто­
рии, но существенно 
различаются при дви­
ж е н и и механизма с гру­
зом или без груза. 
Последнее обстоя¬
тельство указало на в о з м о ж н у ю связь характера кривой м о щ н о с т и с у п р у г и м и 
колебаниями механизма, частота которых изменяется при изменении его мас¬
совых характеристик. Это обусловлено наличием груза при одном варианте 
Время, с 
Рис. 5 - Изменение потребляемой мощности при 
движении механизма с грузом 
работы и его отсутствием 
при другом. Таким обра­
зом, речь идет о свобод­
н ы х колебаниях системы, 
в о з н и к а ю щ и х вследствие 
е д и н и ч н ы х возмущений . 
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Рис. 6. Изменение потребляемой мощности при 
движении механизма без груза 
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Для випадку контакту тіл з близькими радіусами кривизни уздовж одного з головних напрямків 
запропонована загальна постановка контактної задачі. Функції розподілу контактного тиску, мак­
симальний контактний тиск, а також довжини напівосей контактної плями отримані 
аналітичними і числовими методами. 
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Для случая контакта тел с близкими радиусами кривизны вдоль одного из главных направлений 
предложена общая постановка контактной задачи. Функции распределения контактного давления, 
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максимальное контактное давление, а также длины полуосей контактного пятна получены анали­
тическими и числовыми методами. 
Ключевые слова: контактное взаимодействие, модель Герца, метод конечных элементов, 
контактные площадки, контакт тел близкой формы 
For a case of contact of bodies with close curvature radiuses along one of main directions general 
statement of contact task is offered. Functions of contact pressure distribution, maximal contact 
pressure, and also lengths of contact spot semiaxes are got by analytical and numerical methods. 
Keywords: contact interaction, Hertz model, finite element method, contact areas, contact of 
bodies of close form 
Введение. В машиностроении широко применяются машины и механизмы, 
в которых передача требуемых видов движения и рабочих усилий осуществляет­
ся через контакт сложнопрофильных деталей машин в процессе эксплуатации [1]. 
П р и этом форма рабочих поверхностей этих деталей определяется как условиями 
кинематического сопряжения, так и требованиями обеспечения прочности с уче­
том реальных распределений контактных давлений. Соответственно, при проек­
тировании таких элементов машин возникает две различные задачи: анализа на­
пряженно-деформированного состояния (НДС) сложнопрофильных тел (СИТ) с 
учетом их контактного взаимодействия и синтеза формы сопряженных кинемати¬
чески генерируемых поверхностей (КГП) [2]. 
Характер распределения контактного давления зачастую является опре¬
д е л я ю щ и м для нагрузочной способности элементов машин , находящихся в 
механическом контакте. Существует множество методов определения кон¬
тактных п л о щ а д о к и функций распределения контактных давленей в сопря¬
ж е н и я х контактирующих деталях. Это порождает при проектировании н о в ы х 
изделий проблему в ы б о р а р а ц и о н а л ь н о й системы анализа напряженно-
деформированного состояния и геометрического синтеза. К а ж д о м у из мето­
дов свойственны свои п р е и м у щ е с т в а и недостатки [2]. А н а л и т и ч е с к и е мето¬
ды, в большинстве своем, п р и н и м а ю т определенные д о п у щ е н и я и гипотезы 
относительно полей напряжений и п е р е м е щ е н и й внутри к о н т а к т и р у ю щ и х 
тел, вместе с тем, предоставляют точные в р а м к а х этих д о п у щ е н и й решения . 
Метод г р а н и ч н ы х элементов ( М Г Э ) отличается сложностью п р и м е н е н и я для 
тел произвольной ф о р м ы и из неоднородных материалов . М е т о д конечных 
элементов ( М К Э ) характеризует громоздкость модели и трудоемкость опреде¬
ления границ зон контакта в случае их сложной ф о р м ы [3]. 
К р о м е в ы ч и с л и т е л ь н ы х особенностей , существуют также и физические 
факторы, в л и я ю щ и е на в ы б о р того или иного метода: наличие факторов , ис¬
к а ж а ю щ и х модель контакта гладких тел (погрешности изготовления, базиро¬
вания, скругления кромок, шероховатость и т.п.) и другие . В силу этих факто¬
ров необходимо также учесть адекватность и п р и м е н и м о с т ь тех или и н ы х ма¬
тематических моделей и методов. Как указывалось в ы ш е , наиболее употреб­
л я е м ы м и являются модель Герца, М К Э и М Г Э . Также часто п р и м е н я ю т с я и 
другие аналитические модели [4]. 
В статье [5] были р а с с м о т р е н ы с л е д у ю щ и е вопросы: 
Рис. 1 - Расчетная схема 
модельной задачи 
R 1 = 50 м и R2 = 
- предложена общая постановка задачи для случая контакта тел с близ¬
кими р а д и у с а м и кривизны вдоль одного из главных направлений; 
- осуществлена параметризация задачи отно¬
сительно геометрических размеров контактирую¬
щ и х тел и в е л и ч и н ы п р и ж и м а ю щ е г о усилия. 
- значения м а к с и м а л ь н ы х контактных давле¬
ний и д л и н ы полуосей контактного пятна получе¬
ны аналитическими и ч и с л е н н ы м и методами. 
Однако остались нерассмотренными особенно¬
сти распределения контактных давлений для тел ко¬
нечных размеров по поверхностям близкой формы. 
Тестовая задача. Расчетная схема модельной 
задачи представлена на рис. 1. Размеры тел: а = 
= 0.015 м, Ь = 0.015 м, с = 0.01 м. Радиусы кривизны: 
5 000 м. Величина прижимающего усилия: Б = 1.44 Н. Материал: 
Е = 2 Т 0 1 1 , и = 0.3. Тела - гладкие. Н Д С симметрично относительно вертикальных 
плоскостей. В связи с этим рассматривается 1/4 конструкции. 
Определение функций распределения контактных давлений было осуще¬
ствлено р а з н ы м и методами: 
I - модель Герца для контакта эллиптического параболоида с п о л у п р о ­
странством [6]; 
II - модель П о п о в а [4]; 
III - метод конечных элементов. 
I. Метод Герца дает возможность определить м а к с и м а л ь н ы е контактные 
давления для случая контакта параболоида с полупространством 
Ртах = 3Р / ( 2 п а Ь ) , где Р - величина п р и ж и м а ю щ е г о усилия , а 
а = 1.109 • ^ ( Р • Я1) / Е , Ь = 1.109 • ^ ( Р • Я2) / Е - большая и м е н ь ш а я д л и н ы по­
луоси контактного пятна соответственно (Я1, Я2 - радиусы кривизны парабо¬
лоида в двух главных направлениях) . 
II. Модель Попова. Максимальные контактные давления для модели [4] най¬
дены по формуле: 
РПтах = 0.33 • ^ - ( ( Х + и ) - Е 2 • Р ] / Я , , 
где а = у1я2 / Я1. 
Д л и н ы полуосей контакта для модели [4] равны: 
= 1.202 • 3J(R2 • Р ) / [ а 2 - ( а + и)- E], ЬП = 1.202 • ^ ( а • R 2 • P ) / [ ( a + u)- E] 
где аП,ЬП - большая и м е н ь ш а я д л и н а полуоси контактного пятна соответст­
венно. 
III. Численное решение по методу конечных элементов проводилось в про-
П 
а 
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Рис . 2 - К а р т и н а 
р а с п р е д е л е н и я 
к о н т а к т н ы х зон и 
к о н т а к т н ы х д а в л е н и й 
граммном комплексе A N S Y S Work­
bench. С использованием построенной 
конечно-элементной модели опреде¬
лялись максимальные контактные 
давления и длины полуосей контакт¬
ной площадки. Картина распределе¬
ния контактной зоны и контактных 
давлений показаны на рис. 2. 
Во время проведенного иссле¬
дования были получены значения 
м а к с и м а л ь н ы х контактных давле¬
ний, длин больших и м е н ь ш и х по¬
л у о с е й контактного пятна с п о м о щ ь ю рассмат¬
р и в а е м ы х методов. Также были получены 
э п ю р ы распределения контактных давлений. 
На рис. 3 представлена эпюра распределения 
контактного давления, полученная с помощью ме¬
тода I. Характер распределения юнтактныгх дав­
лений в сечениях - эллиптический. На рис. 4 
представлена эпюра распределения контактного 
давления, полученная с помощью метода II. Ха¬
рактер распределения контактных давлений соот¬
ветствует параболической функции. 
На рис. 5 представлена эпюра распределения 
контактного давления, полученная с помощью ме¬
тода III. Полученные значения для максимальных 
юнтактнъгх давлений (Р„асс), большей и меньшей 
полуосей контакта (а и b соответственно) приведены в таблице. 
З а к л ю ч е н и е . В статье описаны результа¬
ты исследования распределения контактных 
давлений для случая контакта тел с близкими 
радиусами кривизны вдоль одного из главных 
направлений, полученных с помощью разных 
методов. Эпюры, полученные с помощью чис¬
ленного исследования, имеют характер распре-
Таблица - Характеристики контактных зон и 
напряжений, полученные различными 
методами 
Рис. 3 - Эпюра распределения 
контактного давления, полу­
ченная с помощью метода I 
Параметры Метод I Метод II Метод Ш 
Pmax, М П а 24,6 24,S 24.9 
a, м м 0.36 0.S3 О^В 
b , м м 0.07В 0.0S3 0.0S7 
Р и с . 4. Э п ю р а р а с п р е д е л е н и я 
контактного д а в л е н и я , п о л у ч е н н а я 
с п о м о щ ь ю метода II 
деления контактного давления примерно та¬
кой же, как и эпюра, полученная с помощью 
метода Герца. 
Предложенный в статье подход будет ис¬
пользован в дальнейшем для исследования 
контактного взаимодействия при варьировании 
различных параметров, таких как размеры и 
форма контактирующих тел, величина прижи¬
мающего усилия, радиус кривизны. 
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